Введение
Тема научно-исследовательской работы «Применение метода аналогии в стереометрии».
Цель работы: используя некоторые теоремы на плоскости, находить стереометрические аналоги этим теоремам и научиться пользоваться ими при решении задач.

Работа носит поисково-исследовательский характер. В этой работе мы хотим показать, что метод аналогии применяется для получения новых теорем стереометрии. Здесь рассмотрены некоторые теоремы, которые справедливы на плоскости и найдены им стереометрические аналоги. При таком подходе перед нами открываются широкие возможности решения задач геометрии в пространстве, особенно при подготовке к ЕГЭ. Доказательство теорем проводятся методами элементарной геометрии. На наш взгляд выбранная тема актуальна в том плане, что некоторые задачи стереометрии можно решить используя формулы, подобные формулам планиметрии. Например, теорему Пифагора можно обобщить для прямоугольной пирамиды, теорему косинусов – для пирамиды и произвольной треугольной призмы, теорему синусов – для произвольной треугольной призмы. Зная свойства параллелограмма на плоскости, можно найти аналогии для любого параллелепипеда. В работе также приводится аналог правильного треугольника для правильного тетраэдра. Ценность полученных результатов заключается в том, что в некоторых случаях стереометрические задачи можно решить, применяя эти формулы. В работе рассматривается решение  подобных задач.
Для написания работы выбрали учебники Л. С. Атанасяна « Геометрия 7-9»,  «Геометрия 10-11» и книгу В. И. Копылова «Исследовательские задачи по математике в средней школе». В этой книге автор некоторые теоремы доказывает методами аналитической геометрии, которые нам еще не известны и поэтому мы все теоремы доказали методами элементарной геометрии. Изучение этой проблемы находится в стадии поиска, т. е. работа над этой проблемой продолжается.
1. Свойства прямоугольного треугольника и прямоугольной пирамиды
1.1. Обобщение теоремы Пифагора
Вспомним теорему Пифагора. В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.
Попробуем обобщить аналог теоремы Пифагора для прямоугольной пирамиды. Сначала введем определение прямоугольной пирамиды.

Определение 1. Пирамиду назовем прямоугольной, если в основании треугольной пирамиды лежит прямоугольный треугольник, а боковое ребро, выходящее из вершины прямого угла перпендикулярно к плоскости основания.
Теорема 1.1. В прямоугольной пирамиде квадрат площади гипотенузы равен сумме квадратов площадей катетов.
Доказательство. Рассмотрим прямоугольную пирамиду SAOB с прямым трехгранным углом, находящимся в точке O. Нужно доказать, что:
[image: image2.png]Sais = Seoa+ 52+ Sios (1.1)



.
Пусть [image: image4.png]


. Тогда:
[image: image5.png]



Из треугольника AOB находим AB и OH, т.е. [image: image7.png]AB =
Va? + b2



, [image: image9.png]s



.

Рассмотрим треугольник SOH и найдем [image: image11.png]SH = VOH? + 057



.
Вычислим квадраты площадей треугольников ASO, BSO, AOB, ABS: [image: image13.png]a‘e” et a’p® SH”
Shos= T (1) Shs= T, @ Shs = 55, (3) ks = T =5(a2 +69) (55

+c7) = 2@? +a2e? +b7c?) (4)

T T



. Сложим равенства (1), (2), (3) и получим равенство (4).

[image: image14.jpg]



Таким образом, формула (1.1) доказана. 
Следствие 1.1. В прямоугольной пирамиде площадь любого из катетов меньше площади гипотенузы.
Это утверждение непосредственно вытекает из формулы (1.1). Оно является аналогом известного свойства прямоугольного треугольника. В прямоугольном треугольнике гипотенуза больше любого из катетов.
1.2. Аналог свойства высоты, опущенной из вершины прямого угла
на гипотенузу прямоугольного треугольника
В прямоугольном треугольнике высота проведенная из вершины прямого угла есть среднее геометрическое между проекциями катетов на гипотенузу.
Теорема 1.2. Для прямоугольной пирамиды SAOB имеет место равенства:[image: image16.png]



[image: image18.png]Sson = /5152 t8Y = /S3S,siny (1.2),tae SH 1 4B,S; =




 [image: image20.png]Sy = Sgsw ,LSHO =





Доказательство. Пусть OH = h, SO = c. Тогда по рисунку 1 получим:
[image: image21.png]h h
EY; =% lan 2. [BH-Z = (55, ey
Soon = 25000 = Lo VAHB P 3 3
son = 5 3




Первое равенство в формуле (1.2) доказано.
Так как [image: image23.png]


 из первого равенства в формуле (1.2) следует, что [image: image25.png]Ssor = /5355 cosy -tgy = [S3S,siny



. Значит, формула (1.2) доказана.
1.3. Теорема об объеме прямоугольной треугольной пирамиды
Из планиметрии мы знаем: площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения его катетов. В следующей теореме  представлен стереометрический аналог этого свойства.
Теорема 1.3. Объем прямоугольной треугольной пирамиды равен квадратному корню из произведения площадей катетов, умноженному на [image: image27.png]



Доказать: [image: image29.png]vz
V= 25,55, e S, = Suoss 52= Saos 52 = Saos



  
Доказательство. Выразим объем прямоугольной пирамиды через произведение площадей катетов. Мы знаем, что объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту. В данном случае за высоту примем боковое ребро, перпендикулярное к плоскости основания, а в основании – прямоугольный треугольник. Тогда (смотреть рисунок 1) объем равен:  [image: image31.png]


. Теорема доказана.
1.4. Теорема косинусов для прямой треугольной  пирамиды
Теорема 1.4. Для пирамиды SAOB, у которой ребро SO перпендикулярно плоскости основания AOB, имеет место равенство:[image: image33.png]Siss = Sios+ Sios + Shos— 2540sSposcos@, rae




[image: image34.png]@ = LAOB.




[image: image35.jpg]



Доказательство. Пусть [image: image37.png]SO =c,0B =b,A0 =a.



 Тогда [image: image39.png]S105 = 3 absing,



 
[image: image41.png]AB® = a® + b® — 2abcosg



, [image: image43.png]a’b” sin’
457~ 2abcoss

Sip =3 ABPSH?,0H? =



 Из треугольника OSH найдем SH:
[image: image44.png]a’b?sin’ @ _a’c® + bc® —2abc’cosg +a’b’sin’ @

SH2= c? =
' T —2aboose @ + b? — 2abcosg





[image: image45.png]a’c?® + b®c? —2abc® cos g +a’b*sin’ @
a® + b? — 2abcosp

1
Sis = ;(u‘ + b* — 2abcosp)




[image: image46.png]2 bc*

Loper 2 2 2
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Теорема доказана.
2. Свойства диагоналей параллелограмма и параллелепипеда
2.1. Обобщение равенства параллелограмма
В этом разделе мы сформулируем и докажем аналог следующей теоремы планиметрии.

Теорема. (Равенство параллелограмма). В параллелограмме сумма квадратов его диагоналей равна сумме квадратов всех сторон, то есть если ABCD – параллелограмм, то выполняется равенство:[image: image48.png]



Аналогом этой теоремы является следующая теорема, которую назовем равенством параллелепипеда.

Теорема 2.1. В параллелепипеде сумма квадратов площадей его диагональных сечений равна сумме квадратов площадей всех граней параллелепипеда, за исключением фронтальных граней, то есть если [image: image50.png]ABCDAB,C,D, —



произвольный параллелепипед, то выполняется равенство:
[image: image52.png]2 (2.1).
=2(SZs 4, +Sizcn)-
Sisc,0, + Si8,c0 = 2(Skes, 4,



 
Доказательство. Запишем равенство параллелограмма для параллелограмма[image: image54.png]ADD, A,





[image: image55.png]AD{ + A,D* =2(AD*+ D,D?) (2)




Пусть [image: image57.png]h — paccTosnue Mexay nnockoctamu AA,D, D u BB, C,C.



 Умножая обе части равенства (2) на  [image: image59.png]h?, nomy+um:



  [image: image61.png](ADy- h)* + (A,D-h)* = 2((AD-h)* + (D,D - h)*). (3).



  
Равенство (3) равносильно равенству (2.1). Значит, теорема доказана. [image: image62.jpg]



2.2. Параллелепипед и объемы его частей
Рассмотрим свойство параллелограмма: в параллелограмме произведения площадей накрест лежащих треугольников, образованных пересечением диагоналей, равны.
Доказательство. Рассмотрим параллелограмм ABCD, где диагонали AC и BD пересекаются в  точке O. Тогда должно выполняться равенство: [image: image64.png]oco = Saop  Szoc (1)



. Для этого используем формулу площади треугольника через две стороны  и синуса угла между ними, т.е. 
[image: image66.png]Saos = ;A0 - BOsina, Scop = ;0C-0Dsina, Sop = ;A0 - 0D sina, Sgoc = ;BO -

OCsina,



 [image: image68.png]IAe @ — Yros MexJAy AUaroHaIaAMM.



 Перемножая эти равенства, получим формулу (1).  Из этого равенства получается следующее положение: площадь треугольника, полученного при пересечении диагоналей равна одной четвертой площади параллелограмма.
Сформулируем и докажем следующие аналоги этим теоремам.

Теорема 2.2. В произвольном параллелепипеде произведения объемов накрест лежащих тел, образованных пересечением диагональных сечений, равны.
Доказательство. Докажем, что [image: image70.png]Vaa,s88,7 Vapescr *Va,p,£5,c,r (2:2)




По свойству параллелограмма имеем: [image: image72.png]Sape *Sa,n, (*)



 
Пусть [image: image74.png]h — paccrosinue Mexay nnockoctamu AA, D, D u BB, C,C paBHOe, 01eBUAHO, BLICOTE Tex



 четырех призм, объемы которых входят в формулу (2.2) Умножая обе части равенства (*) на [image: image76.png]


 и принимая во внимание формулу объема призмы, получаем формулу (2.2). Теорема доказана. Аналогично можно доказать утверждение: в произвольном параллелепипеде объем призмы, образованной пересечением диагональных сечений, равен одной четвертой объема параллелепипеда.
3. Правильный треугольник и правильный тетраэдр
Рассмотрим следующую теорему планиметрии. В правильном треугольнике сумма расстояний от точки, произвольно выбранной в треугольнике, до его сторон равна высоте треугольника.
[image: image77.jpg]



Доказательство. Рассмотрим треугольник ABC. Выберем внутри него точку М. Пусть расстояния от точки М до сторон треугольника равны [image: image79.png]hy, hy, hs.



 Соединим точку М с вершинами данного треугольника и получим треугольники AMC, AMB, BMC. Вычислим площади этих треугольников.[image: image81.png]1 1
Sasc = 3 AC by, Sapy = 3 AB-hy, Spyc = ;-BC-hs.



 Сложив эти равенства, получим: 
[image: image83.png]Sasc = 5 AC(hy + hy + )

- AC - h,rAe h— BLICOTa ARHHOTO TPEYTOMLHNUK



, проведенной к стороне AC. Тогда [image: image85.png]h= hy+h; +h;.



 Теорема доказана.
Стереометрический аналог этой теоремы можно сформулировать так:
Теорема 3.1. В правильном тетраэдре сумма расстояний от точки, произвольно выбранной внутри тетраэдра, до всех его граней равна высоте тетраэдра.
[image: image86.jpg]



Доказательство. Пусть М – произвольная точка, расположенная внутри тетраэдра ABCD. Обозначим через [image: image88.png]hy hy hy, hy



расстояния от точки М до граней тетраэдра. Тогда объем тетраэдра можно представить в виде [image: image90.png]V= 3S(hy+hy +hy+hy)



, [image: image92.png]rae S —



 площадь грани тетраэдра. С другой стороны [image: image94.png]


 Поэтому [image: image96.png]V= 3S(hy+hy ++hy + hy) = (Sh.Otciopa



 [image: image98.png]h= hy+hy+h; +hy




Теорема доказана.

4. Теорема косинусов для треугольной призмы
Для произвольного треугольника справедлива следующая теорема, которая называется теоремой косинусов.
Теорема 4.1. Квадрат любой стороны треугольника равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих сторон на косинус угла между ними.

Сформулируем стереометрический аналог  теоремы 4.1.
Теорема 4.2. Квадрат площади любой боковой грани прямой треугольной призмы равен сумме квадратов площадей двух других граней без удвоенного произведения площадей этих граней на косинус угла между ними.
[image: image99.jpg]Ay

By




Доказательство. Пусть [image: image101.png]ABCA,B,C, —



 прямая призма. Для треугольника ABC, лежащего в основании призмы, запишем теорему косинусов: [image: image103.png]BC? = AC?+ AB> —2AC +ABcosA, rae A — £BAC.



 Умножая обе части последнего равенства на [image: image105.png]h?,
", T
e
h
'BBICOT:
ra
]
pH3!
MBI,



 получаем формулу вида[image: image107.png]5§+ 55— 25:5;cosA.



 Теорема доказана.
5.Теорема синусов для треугольной призмы
Для произвольного треугольника ABC справедлива следующая теорема, которая называется теоремой синусов. 

Теорема 5.1. В произвольном треугольнике ABC имеет место следующее равенство: [image: image109.png]


, т.е. стороны треугольника пропорциональны синусам противолежащих углов.
В качестве пространственного аналога треугольника рассмотрим прямую треугольную призму [image: image111.png]ABCA,B,Cy




Теорема 5.2. Для прямой треугольной призмы имеет место следующий аналог теоремы синусов: [image: image113.png]"BCBaCy _ 2ABAB, _ DACAC,
aind wnC =B




, т. е. площади боковых граней пропорциональны синусам противолежащих углов.
Доказательство. Запишем теорему синусов для треугольника ABC: [image: image115.png]5C

wnC  mnA




 
Умножая числители в предыдущей формуле на[image: image117.png]h,raeh —



высота призмы, являющаяся одновременно высотой боковых граней призмы, получаем формулу из теоремы 5.2. Теорема доказана.
Примечание к теоремам 4.2 и 5.2: Эти теоремы будут справедливы и для произвольной треугольной призмы, если рассматриваются линейные углы двугранных углов при боковых ребрах.
6. Решение задач
В этом разделе приведем задачи, решаемые с помощью рассмотренных теорем.
Задача 6.1. Доказать, что если произведение площадей катетов прямоугольной пирамиды равно 1, то ее объем – иррациональное число.

Доказательство. Используем теорему 1.3. [image: image119.png]vz
V= 5 515:55, tae 5155 = L,ToV =

— uppanuoHanLHOe WO,



 
Задача 6.2. Дан куб [image: image121.png]ABCDA,B,C,D,



 Известно, что [image: image123.png]


 Найти площадь грани куба.
[image: image124.jpg]



Решение. Рассмотрим прямоугольную пирамиду [image: image126.png]B,ABC



и тогда по теореме 1.1 запишем: [image: image128.png]Sics
B,




. Тогда, используя условие задачи, получим: [image: image130.png]


. 
Ответ[image: image132.png]


. 
Задача 6.3. Пусть SAOB – прямоугольная пирамида, [image: image134.png]


 [image: image136.png]3 =m, S+ 8 =n.
S{+8; =k S;+S;=mS]+5S;



 Найти [image: image138.png]1598
S



. 
[image: image139.jpg]



Решение. Сложив последние три равенства получим: [image: image141.png]2(SP+S53+53) =k +m+n, ST +S57+5] = 0




 Используя, теорему 1.1 получим: [image: image143.png]kimin
2

S3=Si+5i4si=



. Тогда 
[image: image144.png]k+m+ )7
s = 59 = (F20)




Ответ. [image: image146.png](Bzem)™



.
Задача 6.4. Могут ли площади граней прямоугольной пирамиды быть пропорциональны числам 5, 6, 7, 8?

Решение. Проверим выполнение теоремы 1.1. Пусть первое число 5с, второе – 6с, третье – 7с и четвертое – 8с. Тогда получим: [image: image148.png]64c® = 25¢* +36¢” +49c?, 64c” = 110c* (e sepHo).



Значит, такой пирамиды не существует.
Ответ. Не могут.
Задача 6.5. Пусть SABO пирамида, у которой ребро SO перпендикулярно плоскости основания, [image: image150.png]


 Найти[image: image152.png]Lo = LAOB.




[image: image153.jpg]



Решение. По теореме 1.4 запишем равенство: [image: image155.png]Sizs = Sios+ Sios + Shos— 25.05Ss0sc0s@, tae ¢ = LAOB.



 Тогда

[image: image157.png]Shos* Shos* Shos ~ Sigs

cosg
254055805



 =[image: image159.png]itivi-e



,[image: image161.png]@ =120




Ответ. [image: image163.png]@ =120



. 
Задача 6.6. Существует ли пирамида, если [image: image165.png]Sags = 3. 5405 = Saos = Sgos = 17



 
[image: image166.jpg]



Решение. По теореме 1.4 запишем равенство: [image: image168.png]Sizs = Sios+ Sios + Shos— 25.05Ss0sc0s@, tae ¢ = LAOB.



 Тогда

[image: image170.png]Shos* Shos* Shos ~ Sigs

cosg
254055805



 =[image: image172.png]


Так как -1[image: image174.png]<cosp=1,



 то такой пирамиды не существует.

Ответ. Не существует.
Задачи для самостоятельной работы
1. [2, задача 243] Основанием пирамиды DABC является треугольник ABC, у которого AB = AC = 13см, BC = 10см; ребро AD перпендикулярно к плоскости основания и равно 9см. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. Ответ. [image: image176.png]192cm?




2. [2, задача 310] В пирамиде DABC ребро DA перпендикулярно к плоскости ABC. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды, если AB=AC=25см, BC=40см, DH=8см, где DH – высота пирамиды. Ответ. [image: image178.png]540cm’




3. [2, задача 311) Основанием пирамиды DABC является треугольник со сторонами AC=13см, AB=15см, CB=14см. Боковое ребро DA перпендикулярно к плоскости основания и равно 9см. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.[image: image180.png]Oteet.315cm’




4. В прямоугольной пирамиде SAOB AO=2, OB=3, OS=4. Найти площадь треугольника ASB. Ответ. [image: image182.png]



5. В прямоугольной пирамиде площади треугольников, содержащие катеты, равны10,12, 15. Найдите площадь грани, содержащие гипотенузы. Ответ. [image: image184.png]469





6. В прямой треугольной призме площади двух боковых граней равны 5 и10, а угол между этими гранями равен [image: image186.png]60"



 . Найдите площадь другой боковой грани. Ответ. [image: image188.png]



7. В основании прямой треугольной призмы два угла равны [image: image190.png]120°



и [image: image192.png]30°



, площадь боковой грани, лежащей против угла [image: image194.png]120°



 равна15. Найдите площадь грани против [image: image196.png]30°



. Ответ[image: image198.png].5V3




Заключение
Как показывают результаты исследования, что многие привычные формулы и теоремы планиметрии являются «следами» соответствующих стереометрических формул. Эти стереометрические формулы иногда удается найти по тем «следам», которые они оставляют на плоскости. Примерами такого подхода являются доказанные нами теоремы и формулы. Эта идея может быть развита. Нам кажется, что можно найти стереометрические аналоги и другим свойствам треугольника, параллелограмма, а также и другим плоским фигурам, например: круга, трапеции, прямоугольника, и получить на этой основе новые формулы. Работу хочется закончить словами Андрея Николаевича Колмогорова: «Не следует думать, что в математике трудней, чем в других науках, добраться до возможности делать что-либо новое».
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