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Введение.

Тема научно-исследовательской работы «Признаки параллельности прямых и равенства треугольников».
Цель работы: используя известные свойства, связывающие прямые и треугольники с окружностью, вписанными в нее углами, хордами, дугами окружности, получить новые признаки параллельности прямых и равенства треугольников.

Работа носит поисково-исследовательский характер. На наш взгляд выбранная тема актуальна в том плане, что некоторые задачи легко решаются, используя новые признаки параллельности прямых и признаков равенства треугольников.

Признаки параллельности прямых, равенства треугольников являются основой школьного курса элементарной геометрии. В школьном курсе планиметрии предложено ограниченное число таких признаков. В результате  создается ложное представление о том,  что существуют только три признака параллельности прямых, а также три признака равенства  треугольников. Задачи по геометрии на вступительных экзаменах в вузы, а также геометрические задачи повышенной трудности Единого государственного экзамена по математике строятся именно на этих признаках, причем многие задачи решаются с применением свойств, связывающие прямые и треугольники с окружностью, вписанными в нее углами, хордами, дугами окружности.

В своей работе мы хотим предложить несколько полученных нами признаков параллельности прямых и равенства треугольников. Эти признаки связывают прямые и треугольники с окружностью, вписанными в нее углами, хордами, дугами окружности. Мы думаем, что этот материал поможет нам для углубления знаний по математике. На наш взгляд помимо всего этого, ценность полученных результатов заключается в том, примеры подобного рода позволяют разбудить в нас творческую активность, помогают  нам воспринимать математику не как застывшую систему определений и теорем, а как живую, развивающуюся науку, обладающую безграничными возможностями. При таком подходе перед нами открываются широкие возможности решения задач геометрии, особенно при подготовке к ЕГЭ. В работе рассматривается несколько  задач с использованием,  полученных  нами теорем.

Для написания работы выбрали учебники Л. С. Атанасяна « Геометрия 7-9»,  и книгу В. И. Копылова «Исследовательские задачи по математике в средней школе». Используя эти книги, мы попытались получить два признака параллельности прямых и еще три признака равенства треугольников. Изучение этой проблемы находится в стадии поиска, т. е. работа над этой проблемой продолжается.

I. Признаки  параллельности  прямых
Мы знаем три признака параллельности прямых, которые являются основой школьного курса геометрии[image: image2.png][1]



. Напомним их: 
1. Если при пересечении двух прямых  секущей,  накрест лежащие углы равны, то прямые параллельны.

2. Если при пересечении двух прямых  секущей, соответственные углы равны, то прямые параллельны.

3.Если при пересечении двух прямых секущей, сумма односторонних углов равна [image: image4.png]180°



, то прямые параллельны.
 Теперь попробуем сформулировать и доказать еще два признака параллельности двух прямых, при этом используем свойства, связывающие прямые с окружностью[image: image6.png](2]



.
Определение 1.1. Две прямые на плоскости называются параллельными, если они не пересекаются.

Теорема 1.1. Если две прямые пересекают окружность и дуги, заключенные между этими прямыми равны, то эти прямые параллельны.
Дано: Окружность с центром в точке O и радиусом R, [image: image8.png]a,b



- прямые. Прямая [image: image10.png]


 пересекает окружность в точках A и  D, прямая b – в точках B, C, дуга AB равна дуге CD.
Доказать: [image: image12.png]al b.




Доказательство. 1)Так как равные дуги стягиваются равными хордами, то из равенства дуг AB и CD следует, что равны и стягивающие эти дуги хорды: [image: image14.png]AB

CD.




2) Проведем отрезки [image: image16.png]DHL1bAKLb




3)[image: image18.png]0OB=0A=0D=0C=



R - как  радиусы данной окружности. [image: image20.png]4) Paccmorpum AAOBmADOC: 1) AB == CD, 2) OC = OB, 3) AQ = OD, snawut, AAOB =
ACOD o Tpent cropomax. Ioatony ZABO = £DCO.




5) Рассмотрим [image: image22.png]ABOC — pasroOeaperHsli, Tak kKak BO = OC = R.3nawmt,£0BC = £0CB,Toraa




6) [image: image24.png]£ABK = £ABO+ £0BK u £DCH = £DCO + £0CH. Otcioza caeayer, ato LABK = £DCH.




7) Рассмотрим прямоугольные треугольники [image: image26.png]AABK 1 ADCH. 3TH TpeyToIEHHKH PaBHEI 110 THIIOTEHY3€ H OCTPOMY yray. 3mawut, AK = DH.




8) [image: image28.png]DH 1 b, AK L b no noctpoernnto.Caegosareasuo, DH || AK.



 Тогда по признаку параллелограмма, DAKH- параллелограмм  и значит, [image: image30.png]AD || KH, 3rammT,a || b.




Теорема доказана.

[image: image31.jpg]



Теорема 1.2. Пусть одна из двух прямых проходит через центр окружности, а другая  пересекает эту окружность и касательные, проведенные к окружности в этих точках, пересекают первую прямую в точках, равноудаленных от центра, то эти прямые параллельны.
Дано: Прямая b проходит через центр O окружности, прямая  [image: image33.png]


  пересекает эту окружность в точках B и D. Касательные, проходящие через эти точки пересекают  прямую b  в точках C и E, так, что   CO=OE.
Доказать:[image: image35.png]alb



.
Доказательство. [image: image37.png]1) OB = OC = R — paauycsl OKpY#HOCTH, Cle10BaTensHo, AOBD ABa1deTca paBHOOEIPEHHEN,
nostony 20BD = £ODB.



 Пусть касательные BC и DE пересекаются в точке A.
2) [image: image39.png]£ABD = £ADB,Tax kak £ABD = 90° — £0OBD £ADB = 90° — £ODB. 3mawur, AADB



будет равнобедренным, тогда [image: image41.png]AB = AD.




3) Рассмотрим [image: image43.png]ACBO u AEDO:



 
[image: image45.png]£CBO = £EDO = 90%; 0B = 0D = R; CO = OE (mo ycoruo)



. Значит, эти треугольники равны по гипотенузе и катету.
4) Следовательно, прямые [image: image47.png]aub



отсекают на обеих сторонах [image: image49.png]£CAE



 пропорциональные  отрезки: [image: image51.png]


, тогда прямые [image: image53.png]anb



 параллельны.
Теорема доказана.

[image: image54.jpg]



II.Признаки равенства треугольников
Из курса геометрии [image: image56.png][1]



 мы знаем три признака равенства треугольников: по двум сторонам и углу между ними, по стороне и двум прилежащим к ней углам и по трем сторонам. Напомним их формулировки. Первый признак: если две стороны и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу между ними другого треугольника, то эти треугольники равны. Второй признак: если  сторона и два прилежащих к ней угла одного треугольника соответственно равны стороне и двум прилежащим к ней углам другого треугольника, то эти треугольники равны. Третий признак: если три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого треугольника, то эти треугольники равны.
Приведем теперь формулировки и доказательства некоторых новых признаков равенства треугольников: по двум сторонам, по двум углам, по стороне и прилежащему углу. Эти признаки связывают элементы треугольника с окружностью и ее элементами: хордой, дугой, радиусом, вписанным углом[image: image58.png][2].




Теорема 2.1. Два треугольника, вписанные в окружность одного и того же радиуса, равны, если две стороны одного треугольника соответственно равны двум сторонам другого треугольника.
Дано:[image: image60.png]'AABC enucaH B OXPYAHOCTE C HeHTpoM B Touke O mpaguycom R, AKLM



вписан в окружность с центром в точке N и радиусом R,  [image: image62.png]AC=KM,BC=ML.



 
Доказать: [image: image64.png]AABC= AKLM.




Доказательство. 1) Рассмотрим [image: image66.png]AAOC u AKNM:0A = OA =R = NK = NM,AC = MK



по условию. Тогда [image: image68.png]AAOC = AKNM



по трем сторонам, следовательно, [image: image70.png]£0CA = LNMK.




2) Аналогично, рассматривая [image: image72.png]ABOC u ALNM, npuxozuM K BREBOAY, 10 £BCO = LLMN.




3) [image: image74.png]£BCA = £BCO + £0CA = £LMN + £NMK = £LMK, orcroga caeayet,aro £BCA= £LMK



 Следовательно, [image: image76.png]AABC = AKLM



 по двум сторонам и углу между ними. 
Теорема доказана.

[image: image77.jpg]


Теорема 2.2. Два треугольника, вписанные в окружность одного и того же радиуса, равны, если два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого треугольника.

Дано: [image: image79.png]£BAC= LLKM,LACB = LKML.




Доказать: [image: image81.png]AABC = AKLM




Доказательство.1) [image: image83.png]£BAC, ZLKM, 2ACB, ZKML — EnucanHsIe B OKDYAHOCTS C OJHHM pazuycoM R, ZAOB —
HesTpa BB, cooTseTCTEY oM ZACB, 22 KNL — coreercreyommitKML, £BOC —
cooTBeTCTBYIOmNit £ BAC, LLNM — cootsercreyiommit ZKLM.



 Тогда по теореме о вписанном угле: [image: image85.png]2 £ACB = £AOB, 2 £KML = £KNL,2/BAC = £BOC,2£/LKM = £LNM,a Tax xax ZACB =
£KML, 2BAC = £LKM, 110 yeroemo, To 2AOB = £KNL, £BOC = ZLNM.




2) Рассмотрим [image: image87.png]AAOB u AKLN.Hneen: OB = OA = R = NL = NK, £AOB = £KNL



 по доказанному, следовательно, по двум сторонам и углу между ними [image: image89.png]AAOB = AKNL.



 Тогда [image: image91.png]AB = KL,£0BA = £NLK



 
3) Рассмотрим [image: image93.png]ABOC 1 ANLM.



 Аналогично рассуждая, получим, что эти треугольники равны, следовательно, [image: image95.png]BC = LM, £0BC = £NLM.



 
4) [image: image97.png]£ABC = £OBA + £0OBC,£KLM = £NLM + £NLK



 Отсюда следует, что [image: image99.png]£ABC = £KLM.




Итак: [image: image101.png]£ABC = £KLM,BC = LM, AB = KL.



 Значит, [image: image103.png]AABC = AKLM



 по двум сторонам и углу между ними. 
Теорема доказана. 
[image: image104.jpg]



Теорема 2.3. Два треугольника, вписанные в окружность одного и того же радиуса, равны, если угол и прилежащая  сторона одного треугольника соответственно равны углу и прилежащей стороне другого треугольника.

Дано:[image: image106.png]AC=KM,LACB= LKML




Доказать: [image: image108.png]AABC = AKLM




Доказательство. [image: image110.png]1. £ACB u £KML — BIHCaHHEIE B OKDYKHOCTH C OZHHM paguycoM R,



 [image: image112.png]£AOB — neHTpaTsHEH, cooTeeTcTRyrOmHi ZACB,a ZKNL cooteercTRytommit £KML.




По теореме о вписанном угле: [image: image114.png]2£ACB= £AOB,2/KML = £KNL.Tax xak £ACB = £KML o ycaormo, To LAOB = £KNL.




2. Рассмотрим [image: image116.png]AAOB 1 AKNL: OA= OB = R = NL = NK, 2ZAOB = £KNL nio goxasaHHOMY



. Тогда[image: image118.png]AAOB = AKNL



 по двум  сторонам и углу между ними. Значит, [image: image120.png]£0AB = £NKL




3.[image: image122.png]Paccmorpuym AAOC 1 AKNM: 0A = OC = R = KN = MN, AC = KM no ycroemo. Torza AAOC =
AKNM 110 tpext croposax. 3uawu, ZOAC = ZNKM.





4. [image: image124.png]£BAC= £OAB+ £0AC,£LKM = £LKN + £MKN, 3mawut, £BAC = ZLKM.




5. Тогда [image: image126.png]AABC = AKLM



  по стороне и прилежащим к ней углам.
Теорема доказана.

[image: image127.jpg]



III. Задачи.
Каждая из этих трех теорем говорит о том, что условия теорем определяют единственный треугольник, удовлетворяющим этим условиям. Поэтому каждому признаку равенства треугольников соответствует определенная задача на построение: по данным признака построить треугольник при помощи циркуля и линейки. Отметим, что из методов доказательства соответствующих признаков вытекают алгоритмы решения задач на построение. Таким образом, если выбрать окружность данного радиуса, то можно построить треугольники по двум сторонам, по двум углам, по стороне и прилежащему углу.

Рассмотрим несколько задач на вычисления с применением полученных нами теорем.

Задача 1. В окружность вписан пятиугольник ABCDK так, что AB=KD, BC=CD, [image: image129.png]£B =120%£KCD = 15°



Найти углы треугольника ACK.

[image: image130.jpg]



Решение. Рассмотрим [image: image132.png]AABC = AKCD (mo Teopeme 2.1).Toraa £B = £D = 120% £ACB = £KCD = 15°, LBAC =
LCKD = 45°



. Значит[image: image134.png],ayru ABC u CDK cogepsat o 120° 10 £LCAK = LAKC = 60°.



 Отсюда следует, что [image: image136.png]AACK — paenoctoponmmit. Torza ZACK = 60°.




Ответ: [image: image138.png]60° 60°, 60°.




Задача 2. Две прямые [image: image140.png]


 пересекают окружность соответственно в точках A, B и K, M, так, что дуги AM и BK равны. Доказать, что четырехугольник ABKM- трапеция и найти ее углы, если [image: image142.png]LA = 40°




[image: image143.jpg]



Решение. По (теореме 1.1)  прямые a и b будут параллельны. Тогда [image: image145.png]AB || MK,



то четырехугольник ABKM – трапеция. Найдем углы трапеции: так как  трапеция равнобедренная, то [image: image147.png]£MAB = £KBA = 40° 10 LAMK = £BKM = 140°.




Ответ: [image: image149.png]40°, 40°, 140° 140°




Задача 3.  В окружность вписаны треугольники ACB и ADK, так, что [image: image151.png]AB = AK,/BAC = £DAK = 10° £AKD = 45°.Hafitu £BAK




[image: image152.jpg]



.
Решение. По теореме 2.3 [image: image154.png]AACB = AADK,



то[image: image156.png]£ABC = £AKD = 45°.



 Тогда дуги [image: image158.png]CBuDK



содержат по[image: image160.png]20°



, а дуги [image: image162.png]ACuAD



равны по [image: image164.png]90°



. Значит, дуги ADK и ACK имеют по [image: image166.png]110° Toraa ayra BK cogepamt 140°, T0£BAK = 70°.




Ответ: [image: image168.png]70"




Заключение.

 Как показывают результаты исследования, что многие привычные теоремы планиметрии позволяют расширить наши представления о связях между различными объектами в геометрии. Примерами такого подхода являются доказанные нами теоремы. Эта идея может быть развита. Нам кажется, что можно найти и другие признаки параллельности прямых и признаки равенства треугольников и на их основе решать задачи на построение с помощью циркуля и линейки, а также решать задачи на вычисления. Все задачи, решаемые с применением  полученных теорем, составлены самостоятельно. Мы думаем, что этот материал поможет нам для углубления знаний по математике, а также при  подготовке к  Единому государственному экзамену. На наш взгляд помимо всего этого, ценность полученных результатов заключается в том, что  примеры подобного рода позволяют разбудить в нас творческую активность, помогают  нам воспринимать математику не как застывшую систему определений и теорем, а как живую, развивающуюся науку, обладающую безграничными возможностями.  Работу хочется закончить словами Андрея Николаевича Колмогорова: «Не следует думать, что в математике трудней, чем в других науках, добраться до возможности делать что-либо новое».
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